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Derivar es pasar de una funcion a la pendiente de su grafica en cada punto. Este tema recorre el camino contrario:
dada una funcidn, buscar otra cuya derivada sea ella. Esa operacion se llama integrar, y el resultado, primitiva.

Integrar sirve para mucho méas que deshacer derivadas. Con una primitiva se calcula el area de una region del plano
limitada por curvas, algo que la geometria elemental solo sabe hacer con rectangulos, triangulos y circulos. Aqui se
trabaja sobre todo con polinomios, que se integran con una sola regla, y se aprende a plantear y calcular areas sin el
error que mas se repite: dar por buena una integral negativa como si fuera un area.

1. La primitiva de una funcién

1.1. Derivar al revés
Si al derivar 22 se obtiene 2z, se dice que z? es una primitiva de 2z.

PRIMITIVA
Una funcién F' es una primitiva de f si su derivada es f:

F'(z) = f(=).

Una funcién tiene muchas primitivas. 22, 2> + 2 y 2? — 7 tienen todas la misma derivada, 2z, porque la derivada de un
ndmero es cero. Y no hay mas que esas: dos primitivas de una misma funciéon se diferencian siempre en una
constante. Por eso, si F' es una primitiva de f, todas las primitivas de f son de la forma

F(z)+C, CeR.
Gréficamente, las primitivas de una funciéon son la misma curva desplazada hacia arriba o hacia abajo: en cada
abscisa tienen la misma pendiente, que es la que marca f.

Tres primitivas de f(x) = 2x

8x

X

+ +
==Fx)=x2-2
- - — F(x) =x2
—~———d -

e F(X) =X+ 2

En x = 1 las tres tangentes son paralelas: las tres curvas tienen la misma derivada
Figura 12.1. Tres primitivas de f(z) = 2z. Se obtienen unas de otras por un desplazamiento vertical, y en cada abscisa sus tangentes son
paralelas.
1.2. La integral indefinida
El conjunto de todas las primitivas de f se llama integral indefinida de f y se escribe

/ f(2)dz = F(z)+ C.

Se lee «integral de f de =z, diferencial de z». El signo [ es una S alargada (de «suma»), f(z) es el integrando, dz
indica que la variable es z y C es la constante de integracion. Por ejemplo,

/4:1:3 dez = z* + C porque (:1:4 + C)/ = 42,
Esa Ultima comprobacion vale siempre: una primitiva se comprueba derivandola. Si la derivada da el integrando, la
primitiva esta bien.

De las reglas de derivacion salen dos propiedades que permiten integrar término a término:
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PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA
Sumay resta. / () + g(z)] do = / ) s =k / o) @,
Producto por un niimero. /kf(m) dz =k / f(z) dz, para cualquier nimero k.

No hay una regla asi para el producto ni para el cociente: la integral de un producto no es el producto de las
integrales.

1.3. Las primitivas de los polinomios

Basta saber integrar una potencia de z. Como la derivada de z"! es (n + 1) 2", para que la derivada dé exactamente
™ hay que dividir entre n + 1:

mn+1
/m”dw: +C (n#-1).

En palabras: se suma uno al exponente y se divide entre el exponente nuevo. Con n = 0 sale la integral de una
constante: [kdz = kz + C.

Primitivas de las potencias mas usadas

Integrando

Primitiva kz T T 3 T T

Con las dos propiedades anteriores, un polinomio se integra término a término: cada coeficiente se queda delante y
cada potencia se integra con la regla.

EJEMPLO RESUELTO - UN POLINOMIO, TERMINO A TERMINO
Calcule / (62° — 4z + 5) dz.
Se separa en tres integrales y se saca cada coeficiente fuera:

3 2
/(sz—4w+5)dx:6/w2dw—4/wd$+/5dw:6«%—4~%+5w+6’.

Simplificando, / (62° — 4z + 5) dz = 22° — 22 + 5z + C. Una sola constante al final basta: la suma de las
constantes de cada término es otra constante.

Comprobacién. (2% — 22 + 5z + C)' = 6z% — 4z + 5, que es el integrando.

Cuando el polinomio viene escrito como un producto de factores, o como una potencia de un binomio, primero se
desarrolla y después se integra. No se puede integrar factor a factor.

EJEMPLO RESUELTO - UN PRODUCTO QUE HAY QUE DESARROLLAR

Calcule /(2m —1)(z + 3) da.

El integrando es un producto, y no hay regla para integrar productos. Se multiplica:
(2z — 1)(z +3) = 22> + 6z — = — 3 = 22 + 5z — 3.
Ahora es un polinomio y se integra término a término:
2z3 5z
/(2w2—0—5m—3)d:£= %4—%—330—0—0.
Comprobacién. Al derivar sale 222 + 5z — 3, que es el producto desarrollado. Si se hubiera integrado cada factor

por separado, (:1:2 = :c) (%2 + Bw), la derivada no daria el integrando.
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1.4. Otras primitivas inmediatas

La regla de la potencia vale también para exponentes negativos y fraccionarios, siempre que el exponente no sea —1.

. - . . 1
Antes de aplicarla hay que escribir la funcion como potencia: — = a3, \/z = 2'/?, Va? = 2?/%. El caso n = —1, es
x

1
decir, —, tiene primitiva propia: el logaritmo neperiano. Leyendo al revés la tabla de derivadas (tema 10) se obtienen
T

las demas integrales inmediatas.

Integrales inmediatas
Tipo
Constante

Potencia (n # —1)

Logaritmica

Exponencial de base e

Exponencial de base a

Seno

Coseno

Integral
[kdz=ka+C

n+1
fa:"dac: T +C

1
f;d$:ln|x|+C
fefdz =€+ C

al!

Ja"dz = +C

Ina
Jcoszdx =senz +C

[senzdr = —cosz+ C

Porque se deriva

(ka) =

2t !
_.n
(n+1> -

1
Inz) ==
(nz) = -

() = e
(a®) = a®Ilna
(senz) = cosz

(—cosz) =senz

El valor absoluto de In |z| permite usar la primitiva también con z negativo; si se trabaja solo con z > 0, basta escribir

Inz.

uno:

C.

ERRORES FRECUENTES
Olvidar la constante. [ f(z)dz es una familia de funciones; sin el + C el resultado esta incompleto.

11 .
—: — es su derivada.
r T

. . . 1
Dejar el exponente fraccionario mal sumado. - +1 =

EJEMPLO RESUELTO - POTENCIAS NEGATIVAS Y RAICES
3

Calcule / (—2 + \/:E) dz.
as

2

2
Portanto,/(%Jr\/E) dw=—§+—«/m3+c.
T B 3

3
Comprobacioén. (—3z 1) = 322 = =V (2c%2)" = 2. 3512 = /35,

2

2 2
Integrar factor a factor. [ z(z + 1) dz no es % : (a:_ + 9:) Se desarrolla primero: [ (m2 +z)de = — +

0

2
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. P . 3 — . )
Se escriben los dos términos como potencias: — = 3z 2y z = z'/?. Se aplica la regla de la potencia a cada

-1 3/2 2 2
So2dz—3.°— = _3, /m1/2 de=2_ _2p2_2 /5
T

3

d o,
3 2

4
Confundir integrar con derivar. La primitiva de z° es % no 3z? (eso es la derivada). Y la primitiva de In z no es

Aplicar la regla de la potencia a —. Daria rE que no tiene sentido. Su primitiva es In |z|.
T

3 - 3 . 2
2 y dividir entre 2 es multiplicar por 3
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1.5. La primitiva que pasa por un punto

Entre todas las primitivas de una funcién hay una sola cuya grafica pasa por un punto dado. Para encontrarla se
calcula la integral indefinida y se determina C' sustituyendo el punto.

EJEMPLO RESUELTO - DETERMINAR LA CONSTANTE
Halle la funcion F cuya derivada es F'(z) = 3z% — 2 y que cumple F(1) = 4.

Primero, todas las primitivas de 322 — 2:
F(z) :/(3m2—2)dx=m3—2a:+0.
Después se impone la condicién F(1) = 4:

F(1)=1-2.14C=-14C=4 — C=5.
La funcién buscada es F(z) = z® — 2z + 5. Comprobacion: F'(z) =3z2 -2y F(1) =1—-2+5 = 4.

2. La integral definida

2.1. El area bajo una curva

Sea f una funcién continua y positiva en un intervalo [a, b]. La region limitada por su gréfica, el eje de abscisas y las
rectas verticales z = a y £ = b no es un poligono, asi que su area no sale con las féormulas de la geometria. Se puede

aproximar, eso si, con rectangulos: cuantos mas y mas estrechos, mas se acerca la suma de sus areas al area
verdadera.

Rectangulos bajo la curva: una aproximacion del area por defecto

y

v X

o 1 2 3

6 rectangulos inscritos: la suma de sus areas vale 4,7188

Figura 12.2. Seis rectangulos bajo la curva y = ’TZ + 1 entre 0 y 3. Su suma se queda algo corta; con mas rectangulos el hueco se reduce.

El nimero al que se acercan esas sumas se llama integral definida de f entre a y b, y se escribe

/ab f(z)de.

Los nimeros a y b son los limites de integracion (inferior y superior). A diferencia de la integral indefinida, que es una
familia de funciones, la integral definida es un niumero.

2.2. Laregla de Barrow

Calcular ese nimero sumando rectangulos seria larguisimo. El resultado central del calculo integral dice que no hace
falta: basta una primitiva.

REGLA DE BARROW
Si f es continua en [a, b] y F es una primitiva de f, entonces

b b
/a F(z) dz = [F(x)L — F(b) - F(a).

La constante C' no hace falta: si se usara F'(z) + C, al restar (F(b) + C) — (F(a) + C) la C desaparece. Por eso en la
integral definida se toma la primitiva sin constante.
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COMO SE RESUELVE: UNA INTEGRAL DEFINIDA

0 Halle una primitiva F' del integrando (sin la constante). Si el integrando es un producto, desarréllelo antes.
b
e Escriba la regla de Barrow con corchetes: [F(m)} )
a

e Sustituya primero el limite superior y luego el inferior, cada uno entre paréntesis, y reste en ese orden:
F(b) — F(a).

o Opere con cuidado los signos: el error tipico esta en el segundo paréntesis, que va restando entero.

EJEMPLO RESUELTO - LA REGLA DE BARROW

2
Calcule / (32° — 2z + 1) da.
0
Una primitiva de 3z% — 2z + 1 es F(z) = z* — 2 + =, como se comprueba derivando. Por la regla de Barrow,
2 2
/ (32> — 2 + 1) da = [z3_z2+x]0:(8—4+2)—(0—0+0):6.
0

La funcion 3z — 2z + 1 es positiva en todo el intervalo (su discriminante es negativo y el coeficiente principal,
positivo), asi que el 6 es el area de la region de la figura 12.3.

El area que mide la integral definida

10+
—y=3-2x+1 [0, 2] /

8
64
i+

\

0
t I t t t
-05 o l' 05 1 15

y <

N

2?5
Figura 12.3. La integral definida de una funcién positiva es el area que queda entre la curva y el eje: aqui, 6 unidades cuadradas.

2.3. Propiedades de la integral definida

Todas salen de la regla de Barrow y sirven para ahorrar cuentas o comprobarlas.

PROPIEDADES

1. / f(z) dz = 0: sobre un intervalo de anchura cero no hay &rea.
a b
2. / f(z)de = —/ f(x) d: al intercambiar los limites, la integral cambia de signo.
b a
b c b
3.Sia<c<b, / f(z)de = / f(z)dz +/ f(z) dz: el intervalo se puede partir.

4. /ab[f(af:)ig(m)]da:—/abf(m)da:i/abg(:c)da:y/abkf(a:)da:—k/abf(a:)d:c.

5. Si f(z) > 0 en [a,b], laintegral es positiva o cero; si f(z) < 0 en [a, b], es negativa o cero.

La propiedad 5 es la que importa para las areas: donde la curva va por debajo del eje, la integral sale negativa. Lo
aprovecha el apartado siguiente.
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3. El calculo de areas

3.1. Un recinto por encima del eje

Si f(z) > 0 en [a,b], el area del recinto limitado por la curva y = f(z), el eje de abscisas y las rectas z =ay z = bes
directamente la integral:

b
Az/ f(z)dz si f(z) > 0en [a,b].

3.2. Un recinto por debajo del eje
Si f(z) < 0en [a,b], laintegral sale negativa, pero un area nunca lo es. El area es el valor absoluto de la integral:

/abf(a:)da:

EJEMPLO RESUELTO - UN RECINTO BAJO EL EJE

Calcule el area del recinto limitado por la curva y = x> — 4z + 3, el eje de abscisas y las rectas verticales x =1 y
B = 3}

A= si f(z) < 0en [a,b].

Signo de la funcién. 2> — 4z + 3 = 0 tiene por soluciones z = 1 y = = 3, que son justo los limites. Entre ellos,
por ejemplo en = 2, la funcion vale 4 —8 +3 = —1 < 0: la curva va por debajo del eje en todo el intervalo
(figura 12.4).

3
Integral. Con la primitiva F'(z) = % — 222 + 3z,

3 $3 3
/ (w2—4m—|—3)d:c: [?—2302—0—33:}
1

Area. La integral es negativa, como se esperaba, y el rea es su valor absoluto:

—(9—1849)— (2 _2+3)—0-2-12
- - =0-2=—3.

1

4
A=|-Zl=2~1330%
’ ‘ 3 "

Un recinto por debajo del eje: la integral sale negativa

y
\1 3 X
o 1 2 3 4
A
a4

Figura 12.4. Entre x = 1 y z = 3 la parabola y = z*> — 4z + 3 va por debajo del eje. La integral vale 7% y el area, %

i

N

[iN

—y=X2-4X+3

3.3. Cuando la funcién cambia de sigho

Si la curva cruza el eje dentro del intervalo, una parte del recinto queda por encima y otra por debajo. Integrar de una
vez entre a y b da un nimero en el que las partes de abajo restan de las de arriba, y eso ya no es el area. Hay que
partir el intervalo por los cortes con el eje, integrar en cada trozo y sumar los valores absolutos:
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)

/Ckb f(z)dx

/ac1 f(z)dz /:2 f(z)dz

donde ¢; < ¢z < -+ < ¢ son los puntos de (a, b) en los que f se anula.

COMO SE RESUELVE: EL AREA ENTRE UNA CURVA Y EL EJE DE ABSCISAS

o Halle los cortes con el eje resolviendo f(z) = 0. Quédese con los que estan dentro del intervalo. Si el
enunciado no da rectas verticales, son los propios cortes los que cierran el recinto.

e Haga un esquema con los cortes y el signo de f en cada trozo (sustituyendo un valor comodo de cada uno).
Diga por escrito qué trozos quedan por encima y cuales por debajo.

e Calcule una integral por trozo con la regla de Barrow. La primitiva es la misma para todos: se calcula una
vez.

Q Sume los valores absolutos y escriba el resultado con sus unidades cuadradas. Compruebe que es positivo
y que el orden de magnitud cuadra con el esquema.

EJEMPLO RESUELTO - TRES RECINTOS
Halle el area encerrada entre la gréfica de f(z) = z* — 2z — 3, el eje de abscisas y las rectas t = -3y = = 4.
Cortes con el eje. Con la formula de la ecuacion de segundo grado,

L 2% Va+12 24

2 2
Los dos estan dentro de [—3, 4], asi que hay tres trozos: [—3, —1], [-1, 3] y [3,4].

=3 o=-=lL

Signo en cada trozo. f(—2) =4+4-3=5>0; f(0)=-3<0; f(3) =% -7-3=19 > 0. La curva va por
encima, por debajo y por encima (figura 12.5).

3
Integrales. Una primitiva es F(z) = 3 z? — 3z. Sus valores en los extremos de los trozos son

1 5 64 20
F(-3)=-9-9+9=-9, F(—l):—§—1+3: 3’ F(3)=9-9-9=-9, F@4)= 3 —16—12:—?.
Por la regla de Barrow:
—1 3 4
5 32 5 32 20 7
de == —(-9) = —, de=—-9— - = ——, dr=—— —(—9) = —.
[ t@e=3-9-3. [f@e---3=--F [fow--F-9-;
Los signos son los que anunciaba el esquema.
Area.
32 32 7T 7
A=— 4 |——|+=-=—=2 2,
3 r ’ 3 I 3= 3 3,67 u

Comprobacién. Integrando de una vez entre —3 y 4 saldria % = 3—32 + % = %: el recinto central, de area % se
habria comido el de la izquierda. Es justo el error que evita partir el intervalo.
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Tres recintos: dos por encima del eje y uno por debajo

y T

4 ——y=x2-2x-3

107

s
I

1

/

Figura 12.5. Entre © = —3 y @ = 4 la pardbola y = z* — 2z — 3 corta al eje en —1 y en 3: hay dos recintos por encima y uno por debajo,
que se calculan por separado.

Cuando el enunciado no da rectas verticales («el recinto limitado por la curva y el eje de abscisas»), los limites son los
cortes con el eje mas extremos.

EJEMPLO RESUELTO - UNA CUBICA Y EL EJE
Calcule el area del recinto limitado por la curva y = z* — x> — 2z y el eje de abscisas.

Cortes. Se saca factor comin y se resuelve la de segundo grado:

-2’ -2z=z(2’-2-2)=2(z+1)(z-2)=0 = z=-1,2=0,z=2.

A o i 1 i 1 1 5
Hay dos recintos: uno entre —1y 0y otro entre 0y 2 (figura 12.6). En z = —3 la funcionvale —g — 7 +1=3 >0
yenz=1vael—-1—-2=-2<0.
:174 £E3
Integrales. Con F(z) = T = -z’ quevale F(-1)=3+3-1=-3,F(0)=0yF(2)=4-8—4=-1%
0 2
5 5 8 8
=0-[-—=)=—, dt=—- 0= ——.
B f(z)dz ( 12) 12 /0 f(z) d 3 3
Area.
5 8 5 32 37
A = == - = — _—=— ) 2‘
2 3T e

El recinto lo cierran los propios cortes con el eje

—_—y=x3-x2-2x 27y
1
-1 2 X
-1 0o 1 2

-3

Figura 12.6. La cubica y = = — z* — 2z corta al eje en —1, 0 y 2 y encierra con él dos recintos de areas 5 y §.

3.4. El area entre dos curvas

Si en [a, b] la gréfica de g queda por encima de la de f, el rea entre las dos curvas es la integral de la diferencia, la de
arriba menos la de abajo:

220

© Juan Marcos Sanmartin - Centro de Estudios lllice - Uso personal - Prohibida su distribucion
Muestra gratuita - Centro de Estudios lllice



