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Hay preguntas que no tienen respuesta segura y si tienen respuesta razonada. Si de cada cien envios
de un almacén se retrasan cuatro, no se sabe qué pasarad con el siguiente, pero si se sabe cuanto
conviene fiarse. Este tema ensefia a poner nimero a esa confianza: a traducir un enunciado en
sucesos, a ordenar la informacion en un arbol o en una tabla, y a darle la vuelta al razonamiento cuando
lo que se conoce es el resultado y lo que se pregunta es la causa.

1. Experimentos aleatorios, sucesos y operaciones

1.1. Experimento aleatorio y espacio muestral

Un experimento determinista da siempre el mismo resultado cuando se repite en las mismas
condiciones: soltar una piedra, calentar agua a cien grados al nivel del mar. Un experimento aleatorio
no: se conocen todos los resultados posibles, pero no cudl de ellos saldra. Elegir al azar un cliente de
una compafiia, sacar una pieza de una caja 0 preguntar a un ciudadano si ha participado en una
actividad son experimentos aleatorios.

ESPACIO MUESTRAL Y SUCESOS
= El espacio muestral E es el conjunto de todos los resultados posibles del experimento. Cada
resultado individual es un suceso elemental.
= Un suceso es cualquier subconjunto de E: una coleccién de resultados. Se dice que el suceso
ocurre cuando el resultado del experimento es uno de los suyos.
= E entero es el suceso seguro: ocurre siempre. El conjunto vacio @ es el suceso imposible:
no ocurre nunca.

Los sucesos se nombran con letras mayulsculas y se describen con una frase entre comillas.
Escribir A = «el envio sale del almacén B» es el primer paso de cualquier problema.

EJEMPLO RESUELTO 1

Una empresa de mensajeria reparte desde tres almacenes, A, By C, y cada envio llega con retraso
0 a tiempo. Se elige un envio al azar. Describir el espacio muestral y los sucesos «el envio sale de

A» y «el envio llega con retraso».

El resultado de cada experimento son dos datos: de qué almacén sale y si llega tarde. Escribiendo
R para «con retraso» y T' para «a tiempo», el espacio muestral tiene seis resultados:
E = {(A’R)v (A7T)a (B7R)9 (B,T), (C,R), (C,T)}.

El suceso «el envio sale de A» no es un resultado, sino un conjunto de resultados: {(4, R), (4,T)}.
Y «el envio llega con retraso» es {(4, R), (B, R),(C,R)}. Los dos son sucesos con dos y tres
elementos, y ninguno de ellos es elemental.

Comprobacion. Los seis sucesos elementales no se solapan y entre todos agotan E: cualquier
envio cae en uno y en uno solo. Eso es lo que hay que pedirle a un espacio muestral bien escrito.

1.2. Operaciones con sucesos

Los sucesos son conjuntos, y se combinan como conjuntos. Las cuatro operaciones que hacen falta son
estas, y conviene verlas dibujadas antes de usarlas.
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LAS OPERACIONES

= Unidn, A U B: ocurre cuando ocurre A4, o ocurre B, o ocurren los dos. Se lee «4 o0 B», con la
«0» no exclusiva del castellano de las matematicas.

= Interseccién, A N B: ocurre cuando ocurren los dos a la vez. Se lee «A y B».

= Complementario o contrario, A°: ocurre cuando no ocurre A. Siempre se cumple AU A°=FE
yANAc=o.

= Diferencia, A — B: ocurre Ay no ocurre B. Es lo mismo que A N B¢, y asi conviene escribirla.

Dos sucesos son incompatibles —o excluyentes— cuando A N B = &: no pueden ocurrir a la vez.
«Salir de A» y «salir de B» son incompatibles; «salir de A» y «llegar con retraso» no lo son.

Las cuatro operaciones con sucesos

@ @

unién: ocurre A o ocurre B (o las dos) interseccion: ocurren las dos, An B
E E
complementario: no ocurre A diferencia: ocurre Ay no ocurre B

Figura 9.1. Las cuatro operaciones sobre el mismo par de sucesos. El rectangulo es el espacio muestral E, y cada
circulo, un suceso; la zona sombreada es el suceso que se ha construido.

1.3. Las leyes de De Morgan

La dificultad real de un enunciado de probabilidad no es la cuenta: es traducir al lenguaje de los
conjuntos frases como «ninguno de los dos», «al menos uno» 0 «exactamente uno». Las dos leyes de
De Morgan son justamente la herramienta de esa traduccion, y sin ellas muchos enunciados se quedan
sin plantear.

(AUB)*= A°N B¢, (AN B)°= A°U B°.

En palabras: negar una unién es una interseccién de negaciones —no ocurre ninguno de los dos—y
negar una intersecciéon es una unién de negaciones —no ocurren los dos a la vez, es decir, falla
alguno—. La segunda es la que mas se equivoca: «no ocurren los dos» no significa «no ocurre
ninguno», sino «como mucho ocurre unox».
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Las dos leyes de De Morgan, vistas

E E

ninguno de los dos =noAy no B nolosdosalavez=noAonoB

Figura 9.2. Las dos leyes de De Morgan. A la izquierda, lo que queda fuera de los dos circulos; a la derecha, todo menos
el trozo comun. Son zonas muy distintas, y por eso las dos leyes no se pueden confundir.

DICCIONARIO DEL ENUNCIADO
Sean A y B dos sucesos. Estas son las siete frases que aparecen en los enunciados, con su
traduccion y con la probabilidad correspondiente.

= «ocurren los dos», xambos» — AN B.

= «ocurre alguno», «al menos uno» — AUB,y P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(AN B).

= «ninguno de los dos» — A°N B = (AU B)‘, y su probabilidad es 1 — P(AU B).

= «no los dos a la vez», «<no ambos» — AU B¢ = (AN B), y su probabilidad es 1 — P(AN

B).
= «ocurre Aperono B» — ANB¢yP(ANB°) =P(A)— P(ANB).

= «exactamente uno», «solamente uno», «uno de los dos y solo uno» — (AN B°) U (A°N B),
y su probabilidad es P(AU B) — P(AN B).

= «alo sumo uno» — lo mismo que «no los dos a la vez»: 1 — P(AN B).

«Exactamente uno» es la unién de dos trozos que no se solapan

E E E

AynoB BynoA exactamente uno de los dos

Figura 9.3. «Exactamente uno de los dos» se arma con dos piezas que no se solapan: la parte de A que no tocaa B y la
parte de B que no toca a A. Por eso sus probabilidades se suman sin restar nada.

EJEMPLO RESUELTO 2

En una encuesta a los usuarios de una biblioteca municipal se llama L = «usa el servicio de
préstamo de libros» y S = «usa la sala de estudio». Escribir con operaciones de sucesos: a) usa las
dos cosas; b) no usa ninguna de las dos; c) usa el préstamo pero no la sala; d) usa exactamente
uno de los dos servicios; e) no usa los dos servicios a la vez.

a)LNs.
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b) Hay que negar «usa alguno», que es la unién: (L U S)¢, y por la primera ley de De Morgan eso
es L°N S¢. Las dos escrituras valen; la segunda es la que se lee directamente en la frase.

c) L NS¢, que también se escribe L — S.

d) Es «usa el préstamo y no la sala» 0 «usa la sala y no el préstamo», y esas dos posibilidades son
incompatibles:
(LN S)U(LNS).

e) Ahora se niega la interseccion, y la segunda ley de De Morgan da (LN S)®= LcU S°.
Obsérvese que este suceso si ocurre cuando alguien usa solo el préstamo, mientras que el del
apartado b) no: son sucesos distintos y no hay que confundirlos.

2. La probabilidad

2.1. De la frecuencia a la probabilidad
Si un experimento aleatorio se repite n veces y el suceso A ocurre ny4 veces, la frecuencia relativa de
. n = L \ -
A es el cociente f, = ~4 Al aumentar el nimero de repeticiones esa frecuencia se estabiliza alrededor
n

de un ndmero, y ese numero es lo que se llama la probabilidad de A. Es la idea que convierte una

encuesta en una probabilidad: si de 800 usuarios encuestados de una biblioteca 640 usaron alguno de

sus dos servicios, se toma P = % =0.8.

2.2. Laregla de Laplace

Cuando todos los resultados del experimento son igual de probables —resultados equiprobables—, la
probabilidad se cuenta.

P(A) = numero de casos favorables a A

numero de casos posibles

La regla se llama regla de Laplace, y hay que citarla por su nombre cuando se usa. La condicién de
equiprobabilidad no es un adorno: solo vale si los casos son intercambiables —un dado equilibrado, una
eleccidn al azar entre personas, una pieza sacada sin mirar—. Si el enunciado dice «un dado trucado»,
la regla de Laplace no se puede aplicar.

EJEMPLO RESUELTO 3

Un instituto tiene 480 alumnos, de los que 300 son de ESO. Cada alumno ha elegido una unica
actividad extraescolar: 240 eligieron fatbol, 150 baloncesto y 90 musica. Se elige un alumno al azar.
Hallar la probabilidad de que sea de ESO y la de que haya elegido una actividad deportiva.

La eleccidn es al azar entre los 480 alumnos, de modo que todos los casos son equiprobables y se
aplica la regla de Laplace. Para el primer suceso hay 300 casos favorables:

300 5
P(ESO) = — = - = 0.625.
( ) 480 8
«Actividad deportiva» retne fatbol y baloncesto, que son incompatibles porque cada alumno elige
una sola: 240 + 150 = 390 casos favorables.

390 13
P(deportiva) = e 0.8125.
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Interpretaciéon. De cada 16 alumnos del instituto, 13 hacen deporte por la tarde. Y como las tres

actividades agotan las posibilidades, P(misica) = 2 = (.1875, que en efecto completa: 0.8125 +

— 480 —
0.1875 = 1.

2.3. Los axiomas y las propiedades

La regla de Laplace no sirve para todo: no hay casos que contar cuando el enunciado da directamente
porcentajes. Lo que vale siempre son los tres axiomas de Kolmogorov y las propiedades que se
deducen de ellos.

AXIOMAS DE LA PROBABILIDAD
1. P(A) > 0 para todo suceso A.
2. P(E) = 1: el suceso seguro tiene probabilidad 1.
3. Si Ay B son incompatibles, entonces P(AU B) = P(A) + P(B).
De ahi salen, en este orden, las propiedades que se usan a diario:
= Complementario: P(A°) =1— P(A). Es la propiedad que més ahorra: calcular «al menos
uno» suele ser mas largo que calcular «ninguno» y restar.
= Suceso imposible: P(2) = 0.
= Unién de dos sucesos cualesquiera: P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(ANB). Se resta la
interseccién porque al sumar P(A) y P(B) se ha contado dos veces.
Diferencia: P(AN B¢) = P(A) — P(AN B).
= Monotonia: si A C B, entonces P(A) < P(B).Y entodo caso 0 < P(A) < 1.

La férmula de la unién tiene una consecuencia que conviene tener a mano: despejando, P(AN B) =
P(A) + P(B) — P(AUB). En los problemas donde el enunciado da tres probabilidades y pide la
cuarta, casi siempre se trata de usar esta igualdad o la de De Morgan.

EL TRUCO DEL COMPLEMENTARIO
Hay tres frases que casi hunca conviene atacar de frente, porque tienen muchos casos favorables y
Su contraria tiene uno solo:

= «al menos uno» es lo contrario de «ninguno»;

= «alguna vez» es lo contrario de «ninguna vezy;

= «como mucho uno» es lo contrario de «dos 0 mas».
Si una maquina produce un 5 % de piezas defectuosas y se eligen dos al azar de un lote grande,
calcular «al menos una defectuosa» sumando casos obliga a tres cuentas; calcular su contraria es

una sola: 1 —0.952 =1 — 0.9025 = 0.0975. La regla es buscar siempre la contraria antes de
ponerse a sumar, y decir en la solucion que se ha usado la propiedad del complementario.

COMO SE RESUELVE: SUCESOS DADOS POR SUS PROBABILIDADES

Es el caso en que no hay arbol ni tabla, solo unos cuantos datos sueltos y unas preguntas.

o Nombrar los sucesos con una letra y una frase entre comillas, y escribir al lado los datos tal
como vienen.

e Traducir cada dato al lenguaje de conjuntos. Si aparece algo negado —P(A°N B€), por
ejemplo—, se aplica De Morgan de inmediato: P(A°N B¢) = P((AUB)*) =1 — P(AU B).
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e Rellenar las cuatro cantidades basicas: P(A), P(B), P(AN B)y P(AU B). Estan ligadas
por P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AnN B), asi que conocidas tres sale la cuarta.

o Responder cada pregunta traduciéndola con el diccionario del apartado 1.3 y sustituyendo.

e Comprobar que todas las probabilidades obtenidas estan entre 0 y 1, y que las piezas
disjuntas suman lo que tienen que sumar: P(ANB)+ P(ANB¢)+ P(A°NB)+ P(A°N
Be) =1.

EJEMPLO RESUELTO 4

De dos sucesos Ay B de un mismo experimento se sabe que P(B) = 0.4, que P(A°N B¢) =0.2y
que P(ANB)=0.3. Se pide: a) P(AUB); b) P(A); c) la probabilidad de que se verifique
solamente uno de los dos sucesos; d) P(B/A).

a) El dato P(A°N B°) es, por la primera ley de De Morgan, la probabilidad de que no ocurra
ninguno:
P(A°NB°)=P((AUB)) =1-P(AUB) =02 = P(AUB) =08.

b) Ahora se despeja en la férmula de la union:

P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANB) — 0.8=P(A)+0.4—0.3,
de donde P(A) =0.8 — 0.4+ 0.3 =0.7.
c) «Solamente uno» es la union menos la interseccion:

P((ANB°)U(A°NB)) =P(AUB)— P(ANB) =0.8—10.3 = 0.5.
d) Con la definicién de probabilidad condicionada, que se ve en el apartado siguiente:

P(ANnB .
P(B/A) = % . % - % ~ 0.4286.

Comprobacién. Las cuatro piezas disjuntas son P(ANB) =0.3, P(ANB°) =0.7—-0.3 =04,
P(A°NB)=04-03=0.1y P(A°N B¢) =0.2. Suman 0.3 + 0.4 + 0.1 + 0.2 = 1, como tenia que

ser. Y el apartado c) se puede rehacer sumando las dos piezas de en medio: 0.4 + 0.1 = 0.5, lo
mismo.

2.4. Tres interpretaciones de la probabilidad

Los axiomas dicen qué reglas cumple una probabilidad, pero no de donde sale el nUmero. En la practica
se usan tres respuestas distintas, y conviene saber cual se estd empleando en cada problema.

Interpretacién clasica. Es la regla de Laplace: si los casos son equiprobables, la probabilidad es el
cociente entre casos favorables y casos posibles. El nimero se obtiene razonando, sin hacer ningln
experimento. Por ejemplo, en una baraja espafola de 40 cartas hay 4 ases, de modo que al sacar una

4 : . .
carta al azar P(as) = T 0,1. Se usa en juegos de azar y en sorteos, donde la simetria de los casos
esta garantizada.

Interpretacién frecuentista. La probabilidad es el valor hacia el que tiende la frecuencia relativa
cuando el experimento se repite muchas veces en las mismas condiciones. Por ejemplo, si el control de
una fabrica revisa piezas y anota que la frecuencia de defectuosas es 0,050 tras 100 piezas, 0,034 tras
1000 y 0,030 tras 10000, se toma P(defectuosa) ~ 0,03. Se usa cuando no hay casos equiprobables
que contar pero si muchos datos del mismo fenémeno: calidad de productos, seguros, estadisticas
demograficas. EI nUmero es una aproximacion, y mejora al crecer el nimero de repeticiones.

Interpretacién subjetiva. La probabilidad es el grado de creencia de una persona en que un sucesao
ocurra, a partir de la informacion que tiene. Por ejemplo, una entrenadora que conoce bien a su equipo y
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al rival estima en 0,7 la probabilidad de ganar el préximo partido. Se usa para sucesos que no se repiten
0 que no admiten casos simétricos: un partido concreto, el éxito de un lanzamiento comercial. La Unica
exigencia es la coherencia: las probabilidades asignadas deben cumplir los axiomas. Asi, la entrenadora
no podria asignar 0,7 a ganar y 0,5 a no ganar, porque P(A°) =1 — P(A) =0,3.

Las tres interpretaciones llevan al mismo calculo: una vez fijado el valor de P, todas las propiedades de
este apartado y de los siguientes valen igual.

3. Probabilidad condicionada

3.1. Qué significa condicionar

Saber algo cambia las probabilidades. La probabilidad de que un alumno del instituto del ejemplo 3 haya
elegido musica es 0.1875; pero si ademas se sabe que es de Bachillerato, la respuesta ya no es esa,
porque solo cuentan los alumnos de Bachillerato. Condicionar es exactamente eso: cambiar de
espacio muestral.

PROBABILIDAD CONDICIONADA
Si P(B) > 0, la probabilidad de A condicionada a B es
P(ANB)
P(B)
Se lee «probabilidad de A sabiendo que ha ocurrido B», 0 «de A condicionado a B». El suceso
gue se da por ocurrido es siempre el de detras de la barra.

P(A/B) =

Sobre la notacién: en la Comunitat Valenciana la condicionada se escribe con barra inclinada, P(A/B), y asi se
escribe aqui. Otros libros y otras comunidades usan la barra vertical, P(A|B); significa lo mismo. Lo que no se
puede es confundir P(A/B) con P(A N B): la primera es un cociente y la segunda, un producto.

Condicionar es cambiar de espacio muestral

E E

sin condicionar: A n B dentro de todo E al saber que ocurre B, E se reduce a B
Figura 9.4. Al condicionar a B, el espacio muestral deja de ser el rectangulo entero y pasa a ser el circulo B. Los casos

favorables siguen siendo los de A N B, pero ahora se comparan con By no con E: por eso se divide entre P(B).

3.2. Laregla del producto

Despejando en la definicion se obtiene la igualdad que hace funcionar los diagramas de arbol, y que por
eso es la formula més usada del tema:

P(ANB) = P(B)-P(A/B) = P(A) - P(B/A).

Las dos escrituras son validas y se elige la que tenga los datos. En un experimento que ocurre en dos
etapas —primero se elige el almacén, después se observa si hay retraso— la natural es la segunda: la
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probabilidad de la primera etapa por la de la segunda dada la primera.

EJEMPLO RESUELTO 5

El 70 % de los envios de una empresa se entregan en menos de 24 horas. De los que se entregan
en menos de 24 horas, el 90 % llega sin ninguna incidencia. Hallar la probabilidad de que un envio
elegido al azar se entregue en menos de 24 horas y sin incidencias.

Se nombran los sucesos: R = «se entrega en menos de 24 horas» y N = «llega sin incidencias».
Los datos son P(R) = 0.7y, atencion, P(N/R) = 0.9: el 90 % esta calculado dentro de los envios
rapidos, luego es una probabilidad condicionada y no P(NN).

Por la regla del producto,
P(RNN)=P(R)-P(N/R)=0.7-0.9=0.63.

Interpretaciéon. Un 63 % de todos los envios cumple las dos cosas. Nétese que 0.63 es menor que
0.7 y menor que 0.9: una interseccion nunca puede ser mas probable que cada uno de los sucesos
gue la forman, y eso sirve de comprobacion rapida.

3.3. Sucesos independientes

A veces saber que ha ocurrido B no cambia nada. Entonces se dice que los sucesos son
independientes.

INDEPENDENCIA
Dos sucesos A y B son independientes cuando
P(ANB)=P(A)- P(B).

Equivalentemente —si las probabilidades no son nulas—, cuando P(A/B) = P(A), o cuando
P(B/A) = P(B): la informacion no sirve de nada. Si la igualdad falla, los sucesos son
dependientes.

Asi se contesta. La pregunta «¢son independientes?» se responde calculando por separado
P(A) - P(B)y P(AnN B), escribiendo los dos nimeros y comparandolos. No basta con decir que si

0 que no: hay que ensefiar las dos cifras.

Un arbol que delata la independencia

0,25

~_______——®Conincidencia 0,1

— 0,75

04 T"wm_m\.
Sin incidencia 0.3
L 0,6
0,25 i .

~______——%®Conincidencia 0,15

0,75

T rde

Sin incidencia 0,45

Las dos ramas de «Con incidencia» llevan el mismo 0,25: el turno no informa de nada

Figura 9.5. Un arbol delata la independencia a simple vista: si las ramas de «Con incidencia» llevan la misma probabilidad
salgan de donde salgan, el turno no informa de nada. Aqui P(incidencia) = 0.4 -0.25 + 0.6 - 0.25 = 0.25, que es
justamente el valor que se repite en las dos ramas.
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