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El azar no es lo contrario del cálculo. Hay experimentos cuyo resultado no se puede anticipar —qué pide
el próximo cliente, si una pieza saldrá defectuosa, si un test acertará—, pero cuyos resultados, repetidos
muchas veces, se reparten con una regularidad que sí se puede medir. La probabilidad es el número
que mide esa regularidad, y con tres reglas —la de Laplace, la del producto y la de la suma— se
resuelven casi todos los problemas que se plantean. Las dos herramientas que hacen el trabajo son el
diagrama de árbol y la tabla de contingencia.

1. Experimentos aleatorios y sucesos

1.1. El experimento y su espacio muestral
Un experimento es determinista cuando, repetido en las mismas condiciones, da siempre el mismo
resultado: soltar una piedra y medir el tiempo que tarda en caer un metro. Es aleatorio cuando no se
puede predecir el resultado aunque se conozcan todas las condiciones de partida, pero sí se sabe de
antemano cuáles son los resultados posibles.

DEFINICIÓN: ESPACIO MUESTRAL Y SUCESO

Se llama espacio muestral de un experimento aleatorio al conjunto de todos sus resultados
posibles. Se representa por  (también se usa ).

Un suceso es cualquier subconjunto de . Se dice que un suceso ocurre cuando el resultado del
experimento es uno de los elementos que lo forman.

Los sucesos formados por un solo resultado se llaman sucesos elementales; los demás,
compuestos. El propio  es el suceso seguro y el conjunto vacío  es el suceso imposible.

Al conjunto de todos los sucesos de un experimento —es decir, al conjunto de todos los subconjuntos de
— se le llama espacio de sucesos y se escribe . Si  tiene  elementos,  tiene , porque

cada resultado puede estar o no estar en el subconjunto.

EJEMPLO RESUELTO 1

Un servicio de asistencia técnica clasifica cada aviso que recibe según el aparato averiado:
lavadora, frigorífico, horno o lavavajillas. Se elige al azar un aviso del día. Escribir el espacio
muestral, decir cuántos sucesos hay y describir los sucesos lavadora, frigorífico  y 
horno .

El experimento es aleatorio porque no se sabe qué aviso saldrá, pero sí se conocen de antemano
los resultados posibles. El espacio muestral es, entonces,

con cuatro elementos, de modo que hay  sucesos, contando el suceso imposible y el
suceso seguro.

 es un suceso compuesto: ocurre cuando el aviso es de lavadora o de frigorífico, es decir, cuando
el aparato averiado es uno de esos dos.  es un suceso elemental: ocurre solo si el aviso es de
horno.

1.2. Operaciones con sucesos
Los sucesos son conjuntos, y con ellos se opera como con conjuntos. Lo que hay que traducir bien es la
frase del enunciado: casi siempre el problema consiste en reconocer qué operación esconde un «y», un
«o» o un «no».

E Ω

E

E ∅

E P(E) E n P(E) 2n

A = { } B = {
}

E = {lavadora,  frigor fico,  horno,  lavavajillas},ı́

2 =4 16

A

B
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DEFINICIÓN: UNIÓN, INTERSECCIÓN, CONTRARIO Y DIFERENCIA

▪ Unión, : ocurre cuando ocurre , o , o los dos. Se lee «  o ».

▪ Intersección, : ocurre cuando ocurren los dos a la vez. Se lee «  y ». También se
escribe .

▪ Suceso contrario, : ocurre exactamente cuando no ocurre . Cumple  y 
.

▪ Diferencia, : ocurre  pero no . Se puede escribir .

Dos sucesos son incompatibles (o excluyentes) cuando : no pueden ocurrir a la vez. Si
 se llaman compatibles.

Las cuatro operaciones con sucesos

A B

E

A B

A B

E

A ∩ B

A B

E

Ā (contrario de A)

A B

E

A − B

Figura 11.1. Las cuatro operaciones sobre un diagrama de Venn. El rectángulo es el espacio muestral  y la zona
sombreada, el suceso resultante.

Sucesos compatibles e incompatibles

A B

E

A ∩ B ≠ Ø: compatibles

A B

E

A ∩ B = Ø: incompatibles

Figura 11.2. Dos sucesos son incompatibles cuando sus conjuntos no se solapan. Es una propiedad de los sucesos, no
del experimento.

La unión y la intersección son conmutativas — —, asociativas y distributivas una
respecto de la otra:

A ∪ B A B A B

A ∩ B A B

AB

A A A ∪ =A E A ∩ =A

∅
A − B A B A − B = A ∩ B

A ∩ B = ∅
A ∩ B = ∅

E

A ∪ B = B ∪ A

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C), A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C).
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LEYES DE DE MORGAN

El contrario de una unión es la intersección de los contrarios, y el contrario de una intersección es
la unión de los contrarios:

En palabras: «no ocurre ninguno de los dos» equivale a «no ocurre  y no ocurre »; y «no
ocurren los dos a la vez» equivale a «falla  o falla ».

Estas dos leyes son la herramienta que convierte un enunciado incómodo en uno cómodo. «Ninguno de
los tres aparatos falla» se calcula casi siempre como el contrario de «falla alguno», y «al menos uno
falla» como el contrario de «no falla ninguno». Ese cambio de punto de vista es el que ahorra la mitad
del trabajo, y volverá a aparecer en la distribución binomial.

EJEMPLO RESUELTO 2

Una tienda en línea envía cada pedido con dos servicios: el de transporte y el de aviso por
mensaje. Sea  el suceso «el transporte llega a tiempo» y  el suceso «el aviso por mensaje se
envía». Expresar con operaciones de sucesos: a) el pedido llega a tiempo y con aviso; b) falla al
menos uno de los dos servicios; c) no falla ninguno; d) llega a tiempo pero sin aviso.

Se trata de traducir cada frase a una operación, con cuidado de qué es lo que se niega.

a) «Y» es intersección: .

b) «Falla el transporte» es  y «falla el aviso» es . «Al menos uno falla» es que ocurra alguno de
los dos, es decir, la unión: . Por la ley de De Morgan, ese suceso es también , el
contrario de a).

c) «No falla ninguno» es : coincide con a), como tenía que ser, porque es lo
contrario de b).

d) «Pero sin» es una diferencia: .

Comprobación. Los sucesos de b) y de c) son contrarios uno del otro y los cuatro resultados
posibles del experimento —los dos servicios bien, solo uno bien de dos maneras, y los dos mal—
quedan repartidos sin solapamiento entre c) y b).

2. La probabilidad

2.1. De la frecuencia relativa a la probabilidad
Si un experimento aleatorio se repite  veces y un suceso  ocurre  veces, se llama frecuencia
absoluta de  a  y frecuencia relativa al cociente , que está siempre entre  y .

La frecuencia relativa de un mismo suceso cambia de una tanda de experimentos a otra, pero a medida
que  crece deja de dar bandazos y se estabiliza alrededor de un número. Ese hecho experimental, la
ley de los grandes números, es lo que da sentido a la palabra probabilidad.

=A ∪ B ∩A , =B A ∩ B ∪A .B

A B

A B

T M

T ∩ M

T M
∪T M T ∩ M

=∪T M T ∩ M

T − M = T ∩ M

n A n ​A

A n ​A f ​ =A ​

n

n ​A 0 1

n
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Frecuencia relativa de «cara» en 600 lanzamientos simulados

0,20

0,35

0,50

0,65

0,80

p = 0,5

0 150 300 450 600

número de lanzamientos

Tras los 600 lanzamientos la frecuencia relativa vale 0,4733.

Figura 11.3. La frecuencia relativa de «cara» en una simulación de 600 lanzamientos. Al principio oscila mucho; después
oscila cada vez menos alrededor de 0,5.

2.2. La regla de Laplace
Cuando todos los resultados de un experimento tienen la misma posibilidad de salir —se dice que el
experimento es equiprobable, o que la elección se hace al azar— la probabilidad se calcula contando.

REGLA DE LAPLACE

Hipótesis: el espacio muestral  es finito y todos sus sucesos elementales son equiprobables.
Tesis: para cualquier suceso ,

Si falla la hipótesis, la regla no vale. Al lanzar dos monedas, los resultados «dos caras», «una
cara» y «ninguna cara» no son equiprobables: la de en medio ocurre de dos maneras distintas, y su
probabilidad es , no . Contar mal el espacio muestral es un error muy frecuente.

EJEMPLO RESUELTO 3

En un aula de bachillerato hay 30 alumnos: 18 cursan Matemáticas II, 14 cursan Física y 9 cursan
las dos asignaturas. Se elige un alumno al azar. Calcular la probabilidad de que curse Matemáticas
II, la de que curse alguna de las dos y la de que no curse ninguna.

Al elegir al azar entre 30 alumnos todos los resultados son equiprobables, de modo que se puede
aplicar la regla de Laplace con los 30 alumnos como casos posibles. Llamemos  al suceso
«cursa Matemáticas II» y  a «cursa Física».

Los casos favorables a  son 18, y por tanto

Para «alguna de las dos» hay que contar los alumnos de . No se pueden sumar 18 y 14,
porque los 9 que cursan las dos estarían contados dos veces; hay que descontarlos una:

«No cursa ninguna» es el contrario del anterior, y sus casos favorables son los 
alumnos restantes:

E

A

P (A) = ​.
n mero de casos posiblesú

n mero de casos favorables a Aú

​

4
2

​

3
1

M

F

M

P (M) = ​ =
30
18

​ =
5
3

0,6.

M ∪ F

#(M ∪ F ) = 18 + 14 − 9 = 23  ⟹  P (M ∪ F ) = ​ ≈
30
23

0,7667.

30 − 23 = 7

P ( ) =M ∪ F ​ ≈
30
7

0,2333.
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Comprobación e interpretación. Los tres resultados están entre  y , y los dos últimos suman
, como debe ocurrir con dos sucesos contrarios. Algo más de tres de cada cuatro

alumnos del aula cursa al menos una de las dos asignaturas.

2.3. Contar los casos posibles
La regla de Laplace exige contar, y contar bien es más difícil de lo que parece en cuanto hay más de un
objeto en juego. Todo se apoya en una sola idea, el principio de multiplicación: si una elección se
hace en dos pasos, y el primero se puede hacer de  maneras y el segundo, para cada una de ellas, de

, entonces el conjunto se puede hacer de  maneras. Con tres pasos, de , y así
sucesivamente.

A partir de ahí, todo depende de dos preguntas sobre el enunciado: ¿importa el orden? y ¿se pueden
repetir los objetos?

Qué se cuenta en cada caso

¿Importa el orden?

sí no

¿Se repiten? ¿Se repiten?

sí no sí no

Variaciones
con repetición

Variaciones
ordinarias

Combinaciones
con repetición

Combinaciones
ordinarias

mⁿ m·(m−1)···(m−n+1) (poco frecuente) m! ⁄ (n!·(m−n)!)

Se eligen n objetos entre m. Ordenar los m objetos es el caso particular n = m: hay m! maneras.

Figura 11.4. Las dos preguntas que deciden qué se cuenta. Casi todos los errores de recuento vienen de contestarlas
deprisa.

0 1
​ +30

23
​ =30

7 1

m

n m ⋅ n m ⋅ n ⋅ p
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LOS RECUENTOS QUE HACEN FALTA

Se eligen  objetos de entre  disponibles.

▪ Variaciones con repetición. Importa el orden y se pueden repetir: . Es el caso de
las contraseñas y de los experimentos que se repiten con reposición.

▪ Variaciones ordinarias. Importa el orden y no se repiten:

▪ Permutaciones. Se ordenan los  objetos, es decir, : , con el convenio .
▪ Permutaciones con repetición. Se ordenan  objetos entre los que hay  iguales de una

clase,  iguales de otra, y así sucesivamente, con  (un objeto que no se repite
es una clase de uno solo):

Se divide por  porque, al intercambiar entre sí los  objetos iguales, la ordenación no cambia,
y por  por la misma razón.

▪ Combinaciones. No importa el orden y no se repiten:

El símbolo  se llama número combinatorio y se lee «  sobre ».

Los números combinatorios cumplen unas propiedades que ahorran cuentas:

La última dice que elegir  objetos para llevárselos es lo mismo que elegir los  que se quedan, y
convierte  en , que se calcula de cabeza.

EJEMPLO RESUELTO 4

Un club tiene 10 socios. a) ¿De cuántas maneras puede elegir un presidente, un secretario y un
tesorero, sin que nadie ocupe dos cargos? b) ¿De cuántas maneras puede formar una comisión de
tres socios, sin cargos? c) Si la taquilla del club se abre con un código de tres dígitos, ¿cuántos
códigos hay?

a) Importa el orden —no es lo mismo ser presidente que tesorero— y nadie se repite: son
variaciones ordinarias de 10 elementos tomados de 3 en 3.

b) Ahora los tres elegidos hacen lo mismo, de modo que el orden no importa; siguen sin repetirse.
Son combinaciones:

c) En un código el orden importa y los dígitos se pueden repetir; hay 10 dígitos disponibles y 3
posiciones:

Comprobación. Cada comisión de tres socios se puede ordenar de  maneras distintas, y
: se recupera el resultado de a), que es justo la relación entre combinaciones y

variaciones.

n m

VR ​ =m,n mn

V ​ =m,n m (m − 1) (m − 2) ⋯ (m − n + 1) = ​.
(m − n)!

m!

m n = m P ​ =m m! 0! = 1

m a

b a + b + ⋯ = m

PR ​ =m
a,b,…

​.
a! b! ⋯
m!

a! a

b!

C ​ =m,n ​ =(
n

m
) ​.

n! (m − n)!
m!

​(
n
m) m n

​ =(
0
m

) ​ =(
m

m
) 1, ​ =(

1
m

) m, ​ =(
n

m
) ​ .(

m − n

m
)

n m − n

​(18
20) ​ =( 2

20) 190

V ​ =10,3 10 ⋅ 9 ⋅ 8 = 720 maneras.

C ​ =10,3 ​ =(
3
10

) ​ =
3 ⋅ 2 ⋅ 1
10 ⋅ 9 ⋅ 8

​ =
6

720
120 comisiones.

VR ​ =10,3 10 =3 1000 c digos.ó

3! = 6
120 ⋅ 6 = 720
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EJEMPLO RESUELTO 5

a) ¿Cuántas ordenaciones distintas, con sentido o sin él, tienen las letras de la palabra
«BANANA»? b) Se escribe al azar una de esas ordenaciones. Hallar la probabilidad de que termine
en B.

a) Hay 6 letras, pero no todas son distintas: la A aparece 3 veces, la N 2 veces y la B una sola. Se
ordenan objetos con repeticiones, y el recuento es

La razón de dividir: si las seis letras fueran distintas (las tres A y las dos N marcadas con
subíndices) habría  ordenaciones, pero al borrar las marcas cada ordenación de
«BANANA» aparece  veces, las que resultan de intercambiar entre sí las A y las N.

b) Todas las ordenaciones son equiprobables, de modo que se aplica la regla de Laplace con 60
casos posibles. Para que termine en B, esta letra queda fija al final y se ordenan las otras cinco, A A
A N N:

Comprobación e interpretación. El resultado es razonable: la B puede ocupar cualquiera de las 6
posiciones y todas son igual de posibles, de modo que una de cada seis ordenaciones la tiene al
final.

EJEMPLO RESUELTO 6

Una bolsa contiene 9 fichas: 2 blancas, 3 negras y 4 grises. Se sacan tres fichas a la vez. Hallar la
probabilidad de que las tres sean de colores distintos.

Las tres fichas se sacan a la vez, de modo que el orden no importa y no hay repetición: los casos
posibles son las combinaciones de 9 elementos tomados de 3 en 3.

Para que las tres sean de distinto color hay que tomar una de cada color, y por el principio de
multiplicación eso se puede hacer de

Todas las extracciones de tres fichas son igual de probables, así que se aplica la regla de Laplace:

Comprobación e interpretación. El resultado está entre  y , y es razonable: casi tres de cada
diez extracciones darán las tres fichas de colores distintos.

2.4. Los axiomas y las propiedades que se usan
La regla de Laplace sirve cuando los resultados son equiprobables, pero no siempre lo son: un dado
cargado, una máquina que produce un 3 % de piezas defectuosas o un test que acierta el 90 % de las
veces no se estudian contando casos. Hace falta una definición que valga en todos los casos, y es la
que dieron los axiomas de Kolmogórov.

PR ​ =6
3,2,1

​ =
3! 2! 1!

6!
​ =

6 ⋅ 2
720

60 ordenaciones.

6! = 720
3! ⋅ 2! = 12

casos favorables = =
3! 2!
5!

​ =
12

120
10  ⟹  P (termina en B) = ​ =

60
10

​.
6
1

casos posibles = ​ =(
3
9

) ​ =
6

9 ⋅ 8 ⋅ 7
84.

2 ⋅ 3 ⋅ 4 = 24 maneras.

P (tres colores distintos) = ​ =
84
24

≈
7
2

0,2857.

0 1
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AXIOMAS DE KOLMOGÓROV

Una probabilidad sobre el espacio muestral  es una aplicación  que asigna a cada suceso un
número real y que cumple:

1. No negatividad:  para todo suceso .

2. Normalización: .
3. Aditividad: si  y  son incompatibles, es decir , entonces 

.

Todo lo demás se deduce de estos tres. La regla de Laplace es un caso particular: la que se
obtiene al repartir la probabilidad  a partes iguales entre los sucesos elementales.

PROPIEDADES

Sean  y  sucesos cualesquiera de .

▪ Probabilidad del contrario: .
Por qué:  y  son incompatibles y su unión es , luego .

▪ Suceso imposible: , por ser el contrario de .

▪ Acotación: . Todo resultado fuera de ese intervalo es un error de cálculo, sin
excepción.

▪ Monotonía: si , entonces .
▪ Probabilidad de la unión:

Si  y  son incompatibles el último término es  y se recupera el tercer axioma.
▪ Probabilidad de la diferencia: .

Por qué se resta P(A ∩ B)

A B

E

La zona oscura, A ∩ B, está en A y está en B: al sumar P(A) + P(B) se cuenta dos veces.

Figura 11.5. La razón de la resta: los resultados que están en  y en  se cuentan una vez al sumar  y otra al sumar
, de modo que hay que descontarlos.

La fórmula de la unión se extiende a tres sucesos sumando y restando alternativamente, aunque rara
vez hace falta:

E P

P (A) ≥ 0 A

P (E) = 1

A B A ∩ B = ∅ P (A ∪ B) = P (A) +
P (B)

1

A B E

P ( ) =A 1 − P (A)
A A E P (A) + P ( ) =A P (E) = 1

P (∅) = 0 E

0 ≤ P (A) ≤ 1

A ⊂ B P (A) ≤ P (B)

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B).

A B 0

P (A − B) = P (A) − P (A ∩ B)

A B P (A)
P (B)

P (A ∪ B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C) − P (A ∩ B) − P (A ∩ C) − P (B ∩ C) + P (A ∩ B ∩ C).
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